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LA STABILITE´ DES LUNES DE SATURNE,
JANUS ET E´PIME´THE´E : DE L’OBSERVATION
ASTRONOMIQUE A` LA THE´ORIE KAM
ALEXANDRE POUSSE1, LAURENT NIEDERMAN2,3, AND PHILIPPE ROBUTEL3
Re´sume´. Popular science article associated with the work “On the co-
orbital motion in the three-body problem : existence of quasi-periodic
horseshoe-shaped orbits” (Arxiv.1806.07262) from the same authors. Ja-
nus and Epimetheus are two moons of Saturn which exhibit a really
peculiar dynamics. As they orbit on circular trajectories whose radii
are only 50 km apart (less than their respective diameters), every four
(terrestrial) years the bodies are getting closer and their mutual gra-
vitational influence leads to a swapping of the orbits : the outer moon
becoming the inner one and vice-versa. In this article, we describe how,
from this specific astronomical problem to the KAM theory, we came
to prove the existence of perpetually stable trajectories associated with
the Janus and Epimetheus orbits.
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2 LA STABILITE´ DES LUNES DE SATURNE, JANUS ET E´PIME´THE´E
Introduction
La sonde Voyager 1, lance´e en 1977 afin d’explorer Jupiter, Saturne et
leurs corte`ges de satellites, confirma en 1980 l’existence de deux nouvelles
lunes de Saturne : Janus et E´pime´the´e. En comparaison avec les lunes Ti-
tan, Japet, Rhe´a, Dione ou Te´thys dont le diame`tre de´passe le millier de
kilome`tres, Janus et E´pime´the´e sont des petits objets avec un diame`tre
de l’ordre de 100 km. Toutefois, ces satellites ont la remarquable proprie´te´
d’eˆtre les seuls corps connus du syste`me solaire a` e´voluer sur des trajectoires
en “fer-a`-cheval” 1 ou` tous les quatre ans, l’un et l’autre se rapprochent et
e´changent leurs orbites : le plus proche de Saturne passant sur l’orbite ex-
terne et inversement (voir la figure 2 et la vide´o 2 de la NASA issue des
observations de la sonde Cassini).
Il est naturel de se demander si cette configuration observe´e depuis plus de
30 ans est stable sur des temps beaucoup plus longs. Autrement dit : est-ce
que Janus et E´pime´the´e auront des rapprochements et conse´cutivement des
e´changes d’orbites sur des temps comparables a` l’aˆge du syste`me solaire ?
Ou bien, est-ce qu’au bout d’un certain temps ces e´changes n’auront plus
lieu a` cause, par exemple, d’une collision mutuelle ou, au contraire d’un
e´loignement progressif des deux lunes ?
Dans un travail re´cent, nous avons e´tudie´ une ide´alisation de ce syste`me
(Saturne, Janus et E´pime´the´e repre´sente´es par trois corps massifs ponctuels
e´voluant dans un meˆme plan) et de´montre´ rigoureusement (en un sens qui
sera pre´cise´ par la suite) l’existence de mouvements perpe´tuellement stables
de ce type. Plus pre´cise´ment, notre re´sultat garantit l’existence de
conditions initiales (positions et vitesses des deux lunes a` un ins-
tant donne´) telles que le ballet gravitationnel mene´ par Janus et
E´pime´the´e continuera inde´finiment.
Le point de de´part de ce travail est un mode`le de´veloppe´ par P. Robutel
et A. Pousse pour l’e´tude de la dynamique de deux plane`tes en re´sonance co-
orbitale (i.e. dont les pe´riodes orbitales sont identiques ; plus bas, dans l’en-
cadre´ du premier paragraphe nous revenons sur ce phe´nome`ne de re´sonance).
Les motivations e´taient purement astronomiques, lie´es aux recherches d’exo-
plane`tes (donc de plane`tes en dehors de notre syste`me solaire) dans cette
configuration particulie`re. En effet, parmi les milliers de de´tections accu-
mule´es depuis 1995 et malgre´ une grande diversite´ de dynamiques observe´es,
pour l’instant aucun syste`me de plane`tes extrasolaires ne comporte de couple
1. Remarque pour les spe´cialistes : ce type d’orbite est sans rapport avec les orbites en
fer-a`-cheval au sens de Smale en dynamique hyperbolique.
2. https://photojournal.jpl.nasa.gov/catalog/PIA08348
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de plane`tes “co-orbitantes”. Or, a priori aucun phe´nome`ne physique n’en-
trave leur formation et, au contraire, certaines e´tudes nume´riques (c’est-a`-
dire des calculs de solutions re´alise´s par ordinateur) sugge`rent leur existence.
D’un point de vue plus the´orique, il s’agissait donc de construire un mode`le
permettant d’interpre´ter les expe´rimentations nume´riques qui avaient e´te´
mene´es pour ce type de proble`me. Puis, lors d’une discussion de couloir, nous
avons re´alise´ qu’une de´monstration rigoureuse de la stabilite´ perpe´tuelle de
mouvements co-orbitaux de meˆme type que ceux de Janus et E´pime´the´e
pouvait eˆtre obtenue en associant a` ce mode`le des the´ore`mes de stabilite´
de´veloppe´s par J. Po¨schel 3 dans les anne´es 90.
Apre`s une pre´sentation de´taille´e de la proble´matique astronomique pose´e
par les trajectoires de Janus et E´pime´the´e (voir le premier paragraphe), nous
aborderons le the`me plus ge´ne´ral de la stabilite´ en me´canique ce´leste (second
paragraphe). C’est une question tre`s ancienne qui remonte a` Newton avec
la de´couverte de l’attraction universelle. Il est ge´ne´ralement tre`s difficile
d’y re´pondre meˆme lorsque le syste`me physique conside´re´ est restreint a` des
corps massifs ponctuels, c’est-a`-dire au proble`me ide´al et mathe´matiquement
bien de´fini connu sous le nom de “proble`me des N corps”.
Alors que le cas N = 2 a e´te´ entie`rement re´solu par Newton, pour N = 3,
seuls quelques rares re´sultats de stabilite´ perpe´tuelle ont e´te´ de´montre´s, no-
tamment dans le cas des configurations d’e´quilibre d’Euler et de Lagrange
(le troisie`me paragraphe est de´die´ a` ce sujet) et pour la configuration Soleil-
Jupiter-Saturne dans un article 4 fondateur d’Arnol’d en 1963 (voir le cin-
quie`me paragraphe).
La situation a` conside´rer pour les orbites en fer-a`-cheval est parti-
culie`rement complexe (les de´tails sont pre´sente´s dans le quatrie`me para-
graphe) ce qui a rendu difficile l’application des the´ories existantes bien que
l’existence de ces trajectoires ait e´te´ pressentie au de´but du vingtie`me sie`cle
par l’astronome E. Brown 5. C’est en poursuivant l’ide´e de l’article d’Arnol’d
tout en surmontant les obstacles lie´s a` notre situation complique´e a` l’aide
de the´ore`mes beaucoup plus re´cents (voir le dernier paragraphe) que nous
avons pu e´tablir notre re´sultat de stabilite´ perpe´tuelle pour des trajectoires
de type fer-a`-cheval dans le proble`me des 3 corps.
3. Remarque : ce sont des the´ore`mes qui ont e´te´ obtenus initialement par S. Kuksin et
H. Eliasson.
4. Plus pre´cise´ment, le re´sultat e´tait valable pour trois corps e´voluant dans un meˆme
plan et a e´te´ e´tendu dans le cas ge´ne´ral (N corps dans l’espace) par M. Herman et J.
Fe´joz.
5. Intuition remarquable puisque a` l’e´poque aucun corps ce´leste en dynamique “fer-a`-
cheval” n’avait e´te´ observe´.
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D’un point de vue purement astronomique, notre travail n’apporte pas
de re´ponse de´finitive quand a` la stabilite´ d’e´ventuelles exoplane`tes en dy-
namique “fer-a`-cheval” ou des trajectoires de Janus et E´pime´the´e. Pour
ces dernie`res, il faudrait tenir compte de nombreux effets supple´mentaires
comme l’influence gravitationnelle d’autres satellites de Saturne, l’effet des
anneaux, l’aplatissement de Saturne, les effets de mare´es, etc... Cependant,
notre re´sultat indique que les re´gulie`res rencontres proches entre les deux
lunes ne de´stabiliseront pas ne´cessairement leur mouvement. Pour aller
plus loin, il serait ne´cessaire de raffiner la repre´sentation du phe´nome`ne
en inte´grant les divers effets physiques. La proble´matique deviendrait alors
purement astronomique.
Nous faisons remarquer que ce type de travail rapprochant
mathe´maticiens et astronomes n’est pas si courant. D’une part, c’est
un mode`le de´veloppe´ pour des raisons astronomiques et permettant aussi
d’obtenir des re´sultats mathe´matiques qui a favorise´ notre association.
D’autre part, il n’est pas simple d’avoir une collaboration interdisciplinaire
aussi avance´e, ne serait-ce que par manque de langage commun.
1. Janus et E´pime´the´e : e´changes d’orbites et “fers-a`-cheval”
50 km
J151 422 km
E
S
J
J
E
E
a. b.
200 km
130 km
Figure 1. (a.) Syste`me Saturne-Janus-E´pime´the´e lors de l’ob-
servation de Voyager 1 en fe´vrier 1980. Les trois corps sont presque
aligne´s, les lunes de part et d’autre de Saturne, tels qu’E´pime´the´e
se situe sur l’orbite interne (orbite rouge) tandis que Janus est sur
l’orbite externe (orbite bleue). (b.) Repre´sentation de l’e´change
d’orbite de 1982. Au moment de leur rencontre proche, sans ja-
mais eˆtre de´passe´e par E´pime´the´e, Janus acce´le`re et se de´cale
vers l’orbite interne (orbite rouge), tandis qu’E´pime´the´e ralentit
et “tombe” sur l’orbite externe (orbite bleue). (Images : A.Pousse).
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Janus (J) et E´pime´the´e (E) orbitent a` une distance moyenne de Saturne
(S) de 151 440 km (soit 2.5 fois le rayon de la plane`te) en effectuant leur
re´volution en un peu moins de 17 heures. En premie`re approximation, ces
deux satellites de´crivent dans un meˆme plan des orbites circulaires dont
les rayons diffe`rent d’une cinquantaine de kilome`tres, c’est-a`-dire moins que
leurs tailles respectives. Des collisions sont donc possibles a priori.
En fe´vrier 1980, lors de l’observation de Voyager 1, les deux lunes se si-
tuaient de part et d’autre de Saturne, Janus gravitant sur l’orbite la plus
externe (voir la figure 1.a). Une analyse grossie`re base´e uniquement sur
la troisie`me 6 loi de Kepler implique qu’E´pime´the´e rattrape lentement Ja-
nus ce qui, compte tenu de leurs dimensions, engendrerait ine´vitablement
une collision au cours de l’anne´e 1982. Or cette collision n’eut jamais lieu.
En effet, lorsqu’E´pime´the´e rattrapa Janus, il y eut rencontre proche : leurs
interactions gravitationnelles mutuelles devinrent suffisamment fortes pour
modifier significativement leurs trajectoires circulaires. De ce fait, sans ja-
mais eˆtre de´passe´e par E´pime´the´e, Janus acce´le´ra en se de´calant vers l’orbite
interne tandis qu’E´pime´the´e ralentˆıt et “tomba” sur l’orbite externe (voir
la figure 1.b). Janus s’e´loignant d’E´pime´the´e, leurs interactions gravitation-
nelles mutuelles faiblirent ce qui “figea” leurs orbites sur des cercles (quasi)
identiques a` l’instant pre´ce´dent la rencontre proche. Il y eut ainsi e´change
d’orbites sans que les deux lunes n’entrent en collision, leur distance mini-
male ayant e´te´ de 14 000 km (l’influence gravitationnelle de Saturne sur la
dynamique des lunes restant dominante par rapport aux interactions mu-
tuelles des deux lunes). Cet e´change ne fut pas instantane´ mais s’effectua de
manie`re continue et relativement lente pendant environ 8 mois.
J
Anneau F
I.
J
E
J
E
III.
II.
E
Figure 2. I-III. Observations par la sonde Cassini en 2006
d’une rencontre proche suivit d’un e´change d’orbites entre Janus
et E´pime´the´e. (Images : NASA/JPL/Space Science Institute)
6. https://fr.wikipedia.org/wiki/Lois_de_Kepler
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Depuis sa de´couverte, ce “ballet” gravitationnel est observe´ tous les quatre
ans (aussi bien par des sondes spatiales orbitant autour de Saturne que
par des te´lescopes professionnels sur Terre). La figure 2 constitue´e de trois
images prises par la sonde Cassini en 2006, ainsi qu’une vide´o 7 de la NASA
fournissent l’exemple d’un moment ou` Janus “passe devant” E´pime´the´e et
devient alors la lune interne du syste`me (comme observe´ en 1982 ; voir la
figure 1.b). Bien que les deux lunes semblent tre`s proches dans la seconde
image, Janus se situe a` plus de 40 000 km d’E´pime´the´e.
Le fait que les rayons des orbites soient presqu’e´gaux et donc que leur
pe´riodes orbitales soient quasi-identiques engendre des comportements par-
ticuliers, caracte´ristiques d’une dynamique en re´sonance (comme celle qui
apparaˆıt dans le mouvement entretenu d’une balanc¸oire).
Sur la notion de re´sonance.
Plus pre´cise´ment, supposons que les orbites circulaires que deux lunes sui-
vraient autour d’une plane`te si leurs masses e´taient infiniment petites soient
telles que leurs pe´riodes orbitales T et T ′ sont commensurables, c’est-a`-
dire dans un rapport rationnel donc T/T ′ = p/q ou` p, q sont des entiers
quelconques. Cela signifieraient que si la plane`te et ses deux satellites sont
initialement en conjonction alors tous les q tours de la lune 1 ou les p tours
de la lune 2, les trois corps seraient a` nouveau dans cette meˆme configuration
de conjonction. Dans cette situation, les deux lunes sont dites en re´sonance.
Conside´rons maintenant une situation a` proximite´ de la re´sonance.
La perturbation provoque´e par les interactions gravitationnelles mu-
tuelles des deux lunes est alors presque pe´riodique ce qui peut induire
une augmentation importante de l’amplitude des orbites et conduire
a` une e´jection ou une collision. Toutefois, a` l’inte´rieur de la “zone”
de re´sonance, certaines trajectoires peuvent eˆtre stables avec des in-
teractions qui se produisent pendant un temps caracte´ristique beau-
coup plus long que ce qui l’engendre (un exemple de ce phe´nome`ne
est mis en e´vidence dans la vide´o http://images.math.cnrs.fr/
Du-ressort-a-l-atome-une-histoire-de-resonance.html d’Images des
Mathe´matiques re´alise´e par Benoˆıt Grebert et qui est de´die´e aux re´sonances
dans le cas d’un syste`me physique beaucoup plus simple : une corde et deux
pinces-a`-linge). Dans le cas de Janus et E´pime´the´e, le phe´nome`ne d’e´change
d’orbites intervient tous les quatre ans alors que leur pe´riodes orbitales sont
de 17 heures.
Pour Janus et E´pime´the´e, c’est une re´sonance “1/1” ou “co-orbitale”
qui est a` l’oeuvre. Une bonne manie`re d’observer leurs interactions est de
7. https://photojournal.jpl.nasa.gov/catalog/PIA08348
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repre´senter le mouvement relatif des lunes vu par un observateur Saturnien
tournant sur lui-meˆme a` la vitesse angulaire moyenne de Janus et E´pime´the´e.
Ainsi, avec ce re´fe´rentiel repre´sente´ dans la figure 3, les lunes parcourent des
trajectoires en fer-a`-cheval sur une pe´riode de 8 ans ce qui correspond a`
plus de 4 000 re´volutions autour de Saturne.
Figure 3. Repre´sentation des trajectoires en fer-a`-cheval par-
courues par Janus et E´pime´the´e sur une pe´riode de 8 ans. La confi-
guration A correspond a` un e´change d’orbites ou` E´pime´the´e et
Janus deviennent respectivement les lunes interne et externe. Les
configurations B (trois corps aligne´es tels que les lunes sont de
part et d’autre de Saturne) et C (inverse de la configuration A,
rencontre proche ou` E´pime´the´e et Janus deviennent respectivement
les lunes externe et interne) sont associe´es respectivement aux po-
sitions des deux lunes lors de l’observation de Voyager 1 en 1980
(figure 1.a) et des e´changes d’orbites de 1982 (figure 1.b) et de 2006
(figure 2). (Image : A.Pousse).
2. Newton et la stabilite´ du syste`me solaire
Kepler fut le premier a` donner une description pre´cise du mouvement
des plane`tes suivant ses trois ce´le`bres lois 8. Cependant, en enserrant leur
mouvement dans un emboˆıtement de solides platoniciens 9, il conside´rait un
“Monde” rigide et immuable ou` la question de la stabilite´ ne se posait pas.
Newton re´volutionna cette description avec une repre´sentation dynamique
du syste`me solaire, re´gie par un principe fondamental “la masse du corps
8. https://fr.wikipedia.org/wiki/Lois_de_Kepler
9. J. Kepler “Mysterium Cosmographicum”, 1596 ; voir https://en.wikipedia.org/
wiki/Mysterium_Cosmographicum
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multiplie´ par son acce´le´ration est e´gale a` la somme des forces qui s’exercent
sur lui” associe´ a` sa loi d’attraction universelle “deux corps s’attirent en
raison directe de leur masse et en raison inverse du carre´ de leur dis-
tance”. L’invention du calcul diffe´rentiel lui permit de re´duire le mouve-
ment des corps qui composent un syste`me physique a` un jeu d’e´quations
diffe´rentielles 10 du second ordre ne´cessitant la connaissance de deux quan-
tite´s, les vitesses et positions a` un instant initial (ce que l’on de´nomme plus
simplement conditions initiales), pour de´terminer une solution : les vitesses
et positions au cours du temps.
L’application des lois de Newton au mouvement d’une unique plane`te
autour du Soleil bouleversa notre compre´hension du monde. En effet, ce
proble`me a` 2 corps posse´dant – miraculeusement – une solution explicite
pour toutes conditions initiales, il permit de retrouver les trois lois e´nonce´es
par Kepler pour de´crire les trajectoires des plane`tes du syste`me solaire.
Or, si les plane`tes sont attire´es par le Soleil, la loi d’attraction universelle
impose aussi qu’elles s’influencent mutuellement. De ce fait, rien ne justifie
qu’elles de´crivent perpe´tuellement un mouvement keplerien 11 comme dans
le cas de deux corps : au bout d’un certain temps, collisions, e´jections, re´-
agencements deviennent possibles. Pour Newton, la stabilite´ du monde telle
que nous l’observons ne doit alors son salut qu’a` l’intervention de temps a`
autre d’un “Grand horloger” 12. Ses de´couvertes firent cependant e´merger la
question de la stabilite´ du syste`me solaire et plus ge´ne´ralement la recherche
de solutions dans le proble`me des N corps, ou` N est un entier quelconque,
ce qui donna naissance a` la me´canique ce´leste.
JupiterSoleil
Mars
Terre
Mercure
Venus
Saturne
Figure 4. Newton et le syste`me solaire.
10. https://fr.wikipedia.org/wiki/Equation_differentielle
11. https://fr.wikipedia.org/wiki/Mouvement_keplerien
12. I. Newton “Traite´ d’optique”, 1732, p.489
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Clairaut fut l’un des premiers a` e´crire pre´cise´ment les e´quations du
proble`me des 3 corps et comprendre l’e´tendue des difficulte´s pose´es par
la recherche de solution. D’ailleurs, il termina son calcul par :“Inte`gre
maintenant qui pourra” 13. Face a` ce constat, les travaux se sont alors
focalise´s sur la recherche de solutions d’e´quilibre (i.e. configurations ou` le
mouvement relatif des corps est fige´ au cours du temps, voir un exemple
plus bas) afin de tenter d’e´claircir le proble`me des 3 corps.
Pour approfondir...
Pour plus de de´tails, nous renvoyons le lecteur a` la belle exposition virtuelle
“les mathe´matiques du ciel” (http://ciel.mmi-lyon.fr) issue d’une col-
laboration entre le Labo junior de l’ENS Lyon et le muse´e des confluences.
Plus particulie`rement, la partie “2 astres en teˆte a` teˆte” (http://ciel.
mmi-lyon.fr/deux-astres-en-tete-a-tete/) pre´sente le proble`me des 2
corps (et pourquoi l’e´tudier), les lois et concepts de Kepler, la re´volution
apporte´e par Newton et enfin un entretien e´clairant avec Alain Chenciner a`
propos du proble`me des 3 corps.
3. La recherche de solutions dans le proble`me des 3 corps
La premie`re solution remarquable du proble`me des 3 corps fut pre´sente´e
par Euler en 1764 quand il fit remarquer que, “si la Lune e´tait quatre fois
plus e´loigne´e de la Terre qu’elle ne l’est actuellement, les mouvements rela-
tifs du Soleil, de la Terre et de la Lune seraient tels que cette dernie`re nous
apparaˆıtrait comme une e´ternelle pleine Lune”. Plus ge´ne´ralement, il mit en
e´vidence trois familles de solutions pour lesquelles deux corps gravitent au-
tour d’un troisie`me tels que les trois corps restent en permanence aligne´s sur
une droite mobile (voir les figures 5.a–f). La seconde solution remarquable
fut de´couverte par Lagrange en 1772 : la configuration e´quilate´rale. Comme
cela est illustre´ sur les figures 5.g–h, cette famille de solutions repre´sente
une configuration ou` deux corps gravitent autour d’un troisie`me telle que
les trois corps forment en permanence un triangle e´quilate´ral en rotation.
Ces configurations aligne´es et e´quilate´rales co¨ıncident avec les ce´le`bres
points de Lagrange 14 (note´s respectivement L1, L2, L3 et L4, L5) connus
dans le cas ou` l’un des trois corps a une masse ne´gligeable par rapport aux
deux autres. Dans le cas particulier d’un aste´ro¨ıde uniquement soumis aux
forces d’attraction du Soleil et d’une plane`te suppose´e en orbite circulaire,
13. A. Clairaut “Me´moire lu a` l’Acade´mie des Sciences le 23 juin 1759. Contenant des
re´flexions sur le Proble`me des trois corps, avec les e´quations diffe´rentielles qui expriment
les conditions de ce Proble`me”, 1759, Journal des Sc¸avans, p.563.
14. voir l’article d’Images des Mathe´matiques “les fameux points de Lagrange”
http://images.math.cnrs.fr/Les-fameux-points-de-Lagrange.html
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ce sont des trajectoires singulie`res car repre´sentant des points fixes dans le
re´fe´rentiel centre´ sur le Soleil et tournant avec la plane`te (voir la figure 6.a).
Figure 5. Configurations d’e´quilibre dans le proble`me des 3
corps : les trois familles de configurations aligne´es d’Euler (a–
f) et la famille de configurations e´quilate´rales de Lagrange (g–
h).(Image : A.Pousse).
En e´nonc¸ant que : “trois masses e´tant place´es non plus rigoureusement,
mais a` tre`s-peu pre`s dans les conditions e´nonce´es [pre´ce´demment], on de-
mande si l’action re´ciproque des masses maintiendra le syste`me dans cet
e´tat particulier de mouvement ou si elle tendra au contraire a` l’en e´carter
de plus en plus” 15, Euler semblait penser que les configurations aligne´es
e´taient stables.
Liouville de´montra en 1842 que les configurations aligne´es d’Euler e´taient
instables quelle que soit la valeur des masses des corps. Par conse´quent
si la Lune avait occupe´ la position e´nonce´e par Euler, elle n’aurait pu s’y
maintenir que pendant un temps tre`s court. L’anne´e suivante, Gascheau
pose la premie`re pierre d’une e´ventuelle preuve de stabilite´ de la configu-
ration e´quilate´rale de Lagrange sous une condition qui implique que deux
masses soient suffisamment faibles par rapport a` la troisie`me. Bien plus
tard, un re´sultat de Liapounov permit d’en de´duire l’existence de familles
de solutions pe´riodiques au voisinage des points d’e´quilibre L4 et L5. Par
ailleurs, ces solutions pe´riodiques ont fourni une explication a` la pre´sence
des aste´ro¨ıdes “troyens” observe´s depuis 1906 au voisinage des positions L4
et L5 du syste`me Soleil-Jupiter (voir la figure 6.a–b).
Contrairement aux configurations d’Euler et de Lagrange, ces orbites
pe´riodiques troyennes ne de´crivent pas exactement des ellipses autour du
15. L. Euler, “Opera Omnia”. V.25, S.2, p. 246–257.
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Soleil mais en sont tre`s proches : ce sont de petites de´formations pe´riodiques
de la configuration e´quilate´rale. Ainsi, ce sont des solutions perpe´tuellement
stables du proble`me des 3 corps, en re´sonance co-orbitale et qui posse`dent
notamment la proprie´te´ d’e´change d’orbites. En effet, comme illustre´ sur la
figure 6.a, l’aste´ro¨ıde troyen passe alternativement d’orbite externe a` interne
par rapport a` celle de Jupiter (qui reste la meˆme). Par contre, le mouvement
relatif de l’aste´ro¨ıde et de la plane`te entoure uniquement l’un des points de
Lagrange L4 ou L5 : il ne de´crit donc pas une trajectoire en fer-a`-cheval
comme celle de Janus et E´pime´the´e autour de Saturne.
L2
L1
L4
L5
L3
a. b.
Jupiter
I.Orbite troyenne
II.Orbite en fer-à-cheval
X.Points de Lagrange
II.
I.
I.
Astéroïdes troyens
autour de L4
Astéroïdes troyens
autour de L5
Jupiter
Repère tournant avec Jupiter
Soleil
Soleil
Figure 6. (a.) Trajectoires particulie`res du proble`me des 3 corps
dans le cas d’un aste´ro¨ıde (corps de masse ne´gligeable) uniquement
soumis aux forces d’attractions du Soleil et d’une plane`te (Jupiter)
suppose´e en orbite circulaire. Celles-ci sont repre´sente´es dans un
repe`re tournant avec Jupiter. Les trajectoires de type “troyenne”
(courbes bleues) passent alternativement d’une orbite interne a` ex-
terne respectivement a` l’orbite de Jupiter en entourant les points
de Lagrange L4 ou L5. La trajectoire de type “fer-a`-cheval” (courbe
orange) passent e´galement d’une orbite interne a` externe respecti-
vement a` l’orbite de Jupiter mais en entourant les points de La-
grange L4, L3 et L5. Autrement dit, elle passe continuˆment de
configurations proches du triangle e´quilate´ral a` la configuration
aligne´e de part et d’autre du Soleil tout en ayant des rencontres
proches avec la plane`te. Cette trajectoire est du meˆme type que
celles de Janus et E´pime´the´e mais dans le cas ou` la masse de cette
dernie`re serait ne´gligeable par rapport a` celle de Janus (or nous sa-
vons que mJ/mE ' 3 et donc que les masses de Janus et E´pime´the´e
sont comparables). (b.) Illustration du syste`me solaire jusqu’a` l’or-
bite de Jupiter mettant en e´vidence les aste´ro¨ıdes troyens situe´s au
voisinage des position L4 et L5 du syste`me Soleil-Jupiter.
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4. Notre proble`me : la “stabilite´ des fers-a`-cheval”
Revenons maintenant au cas des lunes co-orbitantes de Saturne. Nous sou-
haitions de´montrer l’existence de solutions perpe´tuellement stables associe´es
aux trajectoires en fer-a`-cheval dans le cadre du proble`me des 3 corps 16. Il
s’agissait donc d’e´tudier une version simplifie´e du proble`me re´el en ne´gligeant
les autres forces en action : l’influence gravitationnelle d’autres satellites de
Saturne, l’effet des anneaux, l’aplatissement de Saturne, les effets de mare´es,
etc...
Nous recherchions des trajectoires en re´sonance co-orbitale qui, comme
dans la figure 6.a dans le cas d’un syste`me Soleil-plane`te-aste´ro¨ıde (courbe
orange), “entourent” les trois configurations d’e´quilibre L4, L3 et L5,
c’est-a`-dire qui passent continument de configurations proches du triangle
e´quilate´ral a` la configuration aligne´e de part et d’autre de Saturne tout en
ayant des rencontres proches entre les deux lunes. Or, contrairement aux or-
bites pe´riodiques troyennes de´crites pre´ce´demment, ce type de configuration
ne correspond pas a` de petites de´formations d’une configuration d’e´quilibre.
Dans ce cas, les mathe´matiques requises ne sont plus les meˆmes. Ainsi, bien
qu’elle ait e´te´ pressentie au de´but du vingtie`me sie`cle par l’astronome E.
Brown 17 dans une e´tude tre`s simplifie´e du proble`me des 3 corps, l’existence
de trajectoires en fer-a`-cheval perpe´tuellement stables n’avait jamais e´te´
e´tablie avant notre re´sultat. Comme nous le verrons dans les paragraphes
suivant, ce sont des mathe´matiques des anne´es 90 qui nous ont permis de le
prouver.
5. Une autre manie`re de trouver des solutions : la the´orie
KAM
Au de´but du vingtie`me sie`cle, Poincare´ fournit un re´sultat crucial qui
confirma la complexite´ des solutions du proble`me des 3 corps en de´montrant
sa non-inte´grabilite´. En un certain sens, cela revient a` montrer que les so-
lutions du proble`me des 3 corps sont qualitativement diffe´rentes des mou-
vements kepleriens qui sont quasi-periodiques (c’est-a`-dire comme la super-
position des mouvements pe´riodiques des diffe´rents corps ce´lestes). En effet,
16. Plus pre´cise´ment dans le cadre du proble`me des 3 corps ou` deux masses comparables
gravitent dans un meˆme plan autour d’un corps central beaucoup plus massif.
17. E. W. Brown “On a New Family of Periodic Orbits in the Problem of Three Bodies”,
1911, Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, vol.71, Issue 5, p.438–454.
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Poincare´ exhiba une multiplicite´ de solutions tre`s complexes, dˆıtes chao-
tiques 18. Ne´anmoins il n’excluait pas la co-existence de trajectoires simples
(pe´riodiques ou quasi-pe´riodiques) au milieu de ces trajectoires complique´es.
Une avance´e spectaculaire fut accomplie au cours anne´es 50-60 avec
l’ave`nement de la the´orie KAM du nom des trois mathe´maticiens Kolmogo-
rov, Arnol’d et Moser. Dans un contexte plus ge´ne´ral que le proble`me des
3 corps, cette the´orie a pour objet l’e´tude de la persistance de mouvements
quasi-pe´riodiques sous l’effet d’une perturbation en combinant syste`mes dy-
namiques, arithme´tique et probabilite´s. Ainsi, si l’on connaˆıt une approxi-
mation inte´grable, c’est-a`-dire une approximation du proble`me conside´re´ par
un autre mais dont les solutions sont compose´es uniquement de mouvements
quasi-pe´riodiques, la the´orie KAM garantit qu’en dehors de certains cas com-
plexes, l’effet d’une perturbation modifie la forme des solutions de l’approxi-
mation inte´grable sans toutefois de´truire leur caracte`re quasi-pe´riodique 19.
Plus pre´cise´ment, cette the´orie s’applique pour des trajectoires fortement
non-re´sonantes (l’arithme´tique intervient alors pour quantifier la notion de
“distance” aux re´sonances) qui forment un “gros” ensemble parmi l’ensemble
des solutions du proble`me (c’est alors la notion de “mesure” de cet ensemble
qui fait intervenir la the´orie des probabilite´s). Il s’agissait d’un re´sultat de
stabilite´ retentissant tant l’ampleur des difficulte´s mathe´matiques a` surmon-
ter e´tait importante.
En 1963, Arnol’d 20 appliqua ce re´sultat au proble`me des 3 corps pour
deux corps de masses comparables gravitant dans un meˆme plan autour
d’un troisie`me beaucoup plus massif, et de´montra le the´ore`me suivant :
“si les masses de Jupiter et Saturne avaient e´te´ suffisamment
petites par rapport a` celle du Soleil, pour beaucoup (dans un sens
mathe´matique pre´cis) de conditions initiales, le mouvement de ces
plane`tes aurait e´te´ quasi-pe´riodique”. Plus re´cemment, ce re´sultat a
e´te´ e´tendu par M. Herman et J. Fe´joz au cas de N corps (plane`tes) de
masses comparables gravitant dans l’espace autour d’un corps central (le
Soleil) beaucoup plus massif.
Bien qu’il ne soit pas adapte´ au cas re´el puisqu’il ne´cessite des masses
incomparablement plus petites que les masses des plane`tes du syste`me so-
laire, ce the´ore`me garantit l’existence de solutions quasi-pe´riodiques pour
18. Pour aller plus loin, voir la partie de´die´e a` la notion mathe´matique de chaos (http://
ciel.mmi-lyon.fr/dynamique-chaotique/) de l’exposition virtuelle “les mathe´matiques
du ciel”.
19. Voir l’article re´cent de B. Gre´bert dans Images des Mathe´matiques http://images.
math.cnrs.fr/Du-ressort-a-l-univers-quand-les-resonances-se-jouent-des-pronostics
20. V.I. Arnol’d “Small Denominators and Problems of Stability of Motion in Classical
and Celestial Mechanics”, 1963, Russian Mathematical Surveys, vol.18, p.85–191.
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deux (ou N) plane`tes en mouvement autour du Soleil sans que l’effet de
leurs interactions mutuelles puisse de´stabiliser leurs trajectoires en provo-
quant des e´jections, des collisions ou des re´-arrangements entre les orbites.
Nous pouvons cependant pre´ciser que des e´tudes nume´riques mene´es dans le
cas des masses du Soleil, de Jupiter et de Saturne fournissent des solutions
extreˆmement stables sur des temps comparables a` l’aˆge du syste`me solaire
et qui semblent quasi-pe´riodiques, ce qui s’accorde avec les pre´dictions de la
the´orie KAM. Malheureusement a` ce jour, aucune preuve mathe´matique de
ce comportement n’a e´te´ de´montre´e.
6. The´orie KAM et “fers-a`-cheval”
Figure 7. Dynamiques fournies par notre approximation
inte´grable dans les variables re´sonantes : la diffe´rence entre les
rayons des orbites circulaires des deux lunes, RE − RJ et l’angle
ζ = ĴSE. Voir l’encadre´ “description du mode`le” pour plus de
de´tails.
Poursuivant l’ide´e d’Arnol’d, c’est la the´orie KAM que nous appliquons
au cas du syste`me Saturne-Janus-E´pime´the´e mais dans un contexte plus
de´licat. En effet, alors que la the´orie d’Arnol’d concerne des mouvements
kepleriens fortement non-re´sonants (voir plus haut), nous conside´rons une
situation re´sonante puisque les deux lunes sont co-orbitantes. En outre, alors
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qu’Arnol’d pouvait s’appuyer sur les mouvements kepleriens comme mou-
vements de re´fe´rence, notre cas ne´cessitait de construire une approxima-
tion inte´grable dont les solutions de´crivent entie`rement la topologie de la
re´sonance co-orbitale : les configurations d’e´quilibre L3, L4 et L5, la dyna-
mique des orbites troyennes qui oscillent autour de L4 et L5 et la dynamique
des trajectoires en fer-a`-cheval qui entourent L3, L4 et L5. La figure 7 illustre
les diffe´rents types de trajectoires associe´s a` ce mode`le inte´grable.
Description du mode`le.
Le long d’une solution de notre mode`le, Janus et E´pime´the´e ont des trajec-
toires circulaires de rayons RJ et RE autour de Saturne. Dans la figure
7, l’axe des ordonne´es repre´sente l’angle ζ forme´ par Janus, Saturne et
E´pime´the´e tandis que l’axe des abscisses est associe´ aux de´formations de
leur rayon.
Lorsque les lunes sont aligne´es telle que ζ = 0, nous retrouvons les deux
configurations aligne´es L1 et L2. De celles-ci apparaissent des “se´paratrices”
(les courbes noires passant par L1 et L2) qui divisent le domaine en deux
parties ou` les trajectoires ont des comportements bien distincts :
— l’exte´rieur non-re´sonant (re´gions grises) ou` la diffe´rence entre les
rayons (et par conse´quent entre les pe´riodes orbitales) est importante,
— l’inte´rieur correspondant a` la “zone” de re´sonance co-orbitale (men-
tionne´e dans l’encadre´ de´taillant la notion de re´sonance) ou` les
e´changes d’orbites se produisent (les trajectoires passent toutes par
RJ = RE).
Lorsque les rayons sont e´gaux et que ζ est e´gal 60, 300 et 180 degre´s, nous
retrouvons respectivement les configurations e´quilate´rales L4, L5 et la confi-
guration aligne´e L3.
Enfin, une se´paratrice passant par L3 divise la “zone” de re´sonance en deux
dynamiques diffe´rentes :
— les trajectoires “troyennes” (les domaines bleus) le long desquelles les
lunes e´changent leurs orbites en maintenant une configuration proche
de celle e´quilate´rale (l’angle ζ oscille autour de 60 ou de 300 degre´s
comme pour les deux courbes bleues),
— les trajectoires en fer-a`-cheval (domaine rouge) le long desquelles,
l’angle ζ oscille autour de 180 degre´s avec une tre`s grande ampli-
tude jusqu’a` ce que les lunes se rapprochent et e´changent leurs orbites
(lorsque |ζ| est petit ; voir la courbe rouge).
D’autre part, n’ayant pas d’expression explicite des solutions de l’approxi-
mation inte´grable, il n’a pas e´te´ possible d’utiliser les versions classiques de
la the´orie KAM. De ce fait, nous avons e´te´ contraints d’utiliser une version
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plus re´cente de cette the´orie, de´veloppe´e 21 par J. Po¨schel dans les anne´es
90, ou` les conditions requises sont particulie`rement faibles.
Une fois ces difficulte´s surmonte´es, nous avons e´tabli le the´ore`me 22 sui-
vant : “en supposant que les masses de Janus et E´pime´the´e soient
suffisamment petites par rapport a` celle de Saturne, il existe des
conditions initiales telles que leur ballet gravitationnel continuera
inde´finiment.
21. J. Po¨schel “A KAM-theorem for some nonlinear partial differential equations”, 1996,
Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze, vol.23, p.119–148.
22. L. Niederman, A. Pousse, P. Robutel “On the co-orbital motion in the three-body
problem : existence of quasi-periodic horseshoe-shaped orbits”, 2018. Preprint disponible
sur Arxiv : https://arxiv.org/abs/1806.07262
